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SIMBOLOGIA
A - área da região D
a(z) - funções incógnitas
Cy - calor específico do fluido
{C^} - auto-vetores para z > 0
{C~} - auto-vetores para z < 0
D - região regular bidimensional
Dh* - diâmetro hidráulico da região D
h - coeficiente de transferência de calor por convecção
K - condutibilidade térmica
L(8D) - comprimento de 9D
N - nilmero de Péclêt 
P® ^
- numero de Prandtl
- numero de Reynolds 
Nu - número de Nusselt 
P* - pressão
Q - taxa de calor por unidade de ãrea
RI - raio interno dimensional
R2 - raio externo dimensional
- raio interno adimensional
r - raio externo adimensional 
e
r*,0,z* - sistema de coordenadas cilíndricas
T*,T - temperatura e correspondente adimensional
T'*’ - temperatura em z > 0
T~ - temperatura em z < 0
T - temperatura media m
- temperatura media de mistura
T - temperatura da superfície 
s
- temperatura media da superfície
v*,v - velocidade e correspondente adimensional
V* - velocidade media m
x*,y*,z* - sistema de coordenadas cartesianas
9D - contorno da região D
e - constante arbitrária
- funções de uma seqüência completa
Vll
- auto-valores para z > 0
- auto-valores para z < 0 
y “ viscosidade absoluta 
n(z) “ funções-variação
p - massa específica do fluido
a - relação de raios = R1/R2
V - operador gradiente
{ } - notação de vetor-coluna
" ] - notação de matriz
Vlll
RESUMO
0 presente trabalho apresenta o método variacional a- 
plicado ã solução do problema de Graetz com condução axial, isto 
ê, com pequeno número de Peclêt em dutos com secção transversal 
de geometria arbitraria. São admitidas condições de contorno tam­
bém arbitrarias na temperatura, bem como no fluxo térmico.
0 método de Ritz-Galerkin é utilizado na minimização 
dos funcionais relativos â equação da energia e ãs condições de 
contorno associadas.
São apresentados dois exemplos numéricos corresponden­
tes aos casos de temperatura e de fluxo térmico prescritos para a 
geometria de um duplo-tubo. Resultados como distribuições de tem­
peratura, números de Nusselt e auto-valores são comparados com da 
dos disponíveis na literatura pertinente.
IX
ABSTRACT
The present work deals with the application o£ a varia- 
tional principie, to solve the Graetz problem for laminar small 
Peclêt number £low in ducts with both arbitrary cross sectional 
area and boundary conditions.
The direct method o£ Ritz-Galerkin is used to approxi- 
mate the minimum o£ the £uhctional related to the boundary value 
problem o£ the energy equation.
Two application have been analysed. In the £irst one,the 
boundary o£ a double-tube is mantained at a uni£orm distribution 
o£ temperature; in the second one, a constant heat £lux is pres- 
cribed in the core o£ the double-tube. Numerical results evaluated 
in the Computer werc compared with publishQd data.
I - INTRODUÇÃO
Fluidos escoando em dutos são comumente utilizados em e 
quipamentos termo-mecânicos para troca, cessão ou retirada de ca­
lor de sistemas. 0 estudo destes escoamentos pode ser, em geral, 
dividido em duas partes: uma primeira, jã amplamente pesquisada, 
onde se trata da região na qual se admite que os perfis de veloc^ 
dade e temperatura são plenamente desenvolvidos; e uma segunda, 
que passa a tomar importância cada vez maior, onde se trata da re 
gião de entrada, objetivo maior do presente trabalho.
0 problema da troca de calor na região de entrada de du 
tos sujeitos a condições de contorno de fluxo térmico ou tempera­
tura prescritos ê tradicionalmente conhecido como problema de 
Graetz. Isto se deve ao fato de ter sido L. Graetz o primeiro pe_s 
quisador a propor e resolver um problema de região de entrada. Em 
seu trabalho pioneiro, Graetz estudou o caso de fluido em es­
coamento laminar entrando num duto circular mantido a temperatura 
constante, com condução axial desprezível. Desde então, o proble­
ma de Graetz sofreu várias generalizações e foi estendido a dutos 
de várias geometrias, várias condições de temperatura e fluxo têr 
mico e levando ou não em consideração a condução axial.
Estas generalizações foram feitas sempre no intuito de 
possibilitar a análise de casos práticos. Como exemplos podem ser 
citados os dutos de arrefecimento de reatores nucleares, que po­
dem ser simulados pelo problema de Graetz com fluxo prescrito, e 
os dutos de condensadores, que podem ser simulados pelo problema 
de Graetz com temperatura prescrita,
0 problema da condução axial também depende do caso prá 
tico a ser estudado. 0 parâmetro que quantifica a importância da 
condução axial e o número de Péclêt. Definido como sendo a rela­
ção entre o calor transmitido por convecção e o calor transmitido 
por condução, este número quando grande, maior que 100 segundo a 
referência [27] , permite que se despreze os efeitos da condução a 
xial. Esta condição, no entanto, não i a mais corriqueira, uma 
vez que para escoamentos laminares tem-se baixo numero de Rey­
nolds, o que, na maioria dos casos, resulta em baixo numero de
Péclét. Também em escoamentos de fluidos com pequeno nümero de 
Prandtl, como no caso de metais líquidos, a condução axial ê de 
grande importância.
0 principal efeito da condução axial é o prê-aquecimen- 
to do fluido entrante, que traz como conseqüência uma alteração 
nos parâmetros de troca de calor como, por exemplo, o número de 
Nusselt. E este nümero, como se sabe, ê de capital importância em 
termos de projeto.
Por tudo que foi dito, o presente trabalho generaliza o 
problema de Graetz com condução axial para dutos de secção arbi­
trária e para prescrições também arbitrarias de temperatura e flu 
xo térmico. Para obtenção deste grau de generalidade, ê utilizado 
o método variacional, que se mostra bastante conveniente para es­
tudos desta natureza [26].
Os métodos e técnicas variacionais têm sofrido uma sé­
rie de desenvolvimentos e vêm se tornando uma ferramenta cada vez 
mais eficiente na resolução de problemas a valores de contorno[7]. 
Em certas situações apresentam vantagens sobre outros métodos nu­
méricos como, por exemplo, o método das diferenças finitas e o mé 
todo dos elementos finitos. Dentre estas vantagens tem-se o fato 
do método variacional resultar expressões analíticas, e a conse­
qüente diminuição na dimensão das matrizes envolvidas.
Os resultados apresentados neste trabalho são basicamen 
te comparativos, uma vez que o maior interesse esta na verifica­
ção da confiabilidade e precisão do método proposto e não a obten 
ção de dados para casos reais ou práticos. Este fato foi determi­
nante na escolha dos problemas de aplicação.
II - REVISÃO BIBLIOGRÁFICA
0 problema da troca de calor para um fluido, em escoa­
mento laminar, na região de entrada de um tubo mantido a tempera­
tura constante, foi resolvido matematicamente por L, Graetz em 
1885. Nesta ocasião, Graetz desprezou a condução àxial e mostrou 
que o problema podia ser formulado como um problema de auto-valo-
res 28 Vinte e cinco anos mais tarde, esta solução foi redesco 
berta por W. Nusselt [16]. Desde então, este problema passou a 
ser conhecido como problema de Graetz e sefreu, ao longo dos anos, 
as mais variadas generalizações e abordagens.
Dennis et al. [9j estenderam o problema de Graetz com 
temperatura constante a dutos retangulares cora desenvolvimento si. 
multâneo dos perfis de temperatura e de velocidade. Brown [4] es­
tudou o caso de placas planas e dutos circulares, tendo obtido os 
onze primeiros auto-valores e auto-funções através de método nume 
rico. Agrawl [l] resolveu analiticamente o problema em placas a- 
presentando salto de temperatura, levando em consideração a condu 
ção axial e a dissipação viscosa.
Para analisar o efeito da condução axial na troca de ca 
lor, Schneider [27j estudou o problema de Graetz em placas planas 
e tubos, e raostrou que a condução axial não apresenta influência 
quando o numero de Peclêt for maior que 100.
Deavours [S] apresentou uma solução exata para o caso 
de placas com condução axial, mas não apresentou, em seus resulta 
dos, os números de Nusselt. A influência do número de Peclêt em 
dutos circulares sujeitos a um salto de temperatura foi analisada 
por Jones [17] .
0 problema de Graetz com fluxo térmico prescrito e le­
vando em consideração a dissipação viscosa foi resolvido aYialiti- 
camente por Ou e Cheng [29]. Outro autor que estudou o caso de 
fluxo térmico prescrito foi Hsu [14]. Em seu trabalho Hsu resol­
veu analiticamente o problema num duplo-tubo recebendo calor pelo 
tubo interno ou pelo tubo externo, levando em conta a condução 
axial.
Sparrow e Siegel [28] apresentaram uma abordagem varia- 
cional para solução das auto-funções associadas ao problema de
Graetz com temperatura prescrita. As geometrias por eles estuda­
das foram o círculo e o retângulo, para mostrar um caso unidimen- 
sional e um caso bi-dimensional respectivamente. Outros autores 
que utilizaram métodos variacionais foram Tay e De Vahl Davis[29 
e Savkar [26]. Sobre estes dois estudos ê interessante fazer uma 
discussão mais criteriosa, pois eles apresentam íntima relação 
com o presente trabalho.
Em seu trabalho, Savkar estudou os problemas de Graetz 
de fluxo e temperatura prescritos em dutos de secção arbitrária, 
sem levar em consideração a condução axial. Para tanto, aplicou u 
ma transformação de Laplace dupla ã equação da energia e mostrou 
que a equação resultante era uma equação de Euler de um determina 
do funcional. A este funcional ele aplicou o método de Ritz-Galer 
kin e obteve a distribuição de temperatura e os demais parâmetros 
de interesse.
Tay e De Vahl Davis montaram um programa de elementos 
finitos sobre o funcional associado ã equação da energia, e resol^ 
veram os problemas de Graetz com fluxo e temperatura prescritos 
em placas planas. Embora o funcional por eles utilizado apresen­
tasse o termo relativo ã condução axial, o principal efeito desta 
condução, qual seja, o pré-aquecimento do fluido entrante,não foi 
considerado,pois admitiram, como condição de contorno, uma distri^ 
buição constante de temperatura na entrada.
Em 1977, Colle [7] estendeu o princípio variacional pa­
ra condução do calor apresentado por Hays [13], obteve o funcio­
nal relativo â equação da energia aplicável a problemas de conve£ 
ção.
Em [7] foi aplicado o método de Ritz-Galerkin para a a- 
proximação variacional da solução da equação da energia para nume 
ro de Péclét arbitrário, considerando a condição de contorno de 
temperatura prescrita em dutos de secção transversal de geometria 
arbitrária. Apesar de toda a teoria ter sido desenvolvida o méto­
do s5 foi testado para placas paralelas sem considerar a condução 
axial. Neste trabalho, as equações desenvolvidas em [7] são apli­
cadas para o cálculo da solução do problema de Graetz com tempera 
tura prescrita num duplo-tubo com condução axial. Adicionalmente, 
este trabalho utilizou-se do mesmo procedimento de [7], para a ob
tenção do funcional apropriado para o caso de fluxo térmico pres­
crito no contorno, considerando a condução axial do calor, isto 
é, para valores arbitrários do número de Peclêt.
III - PROBLEMA DE GRAETZ - TEMPERATURA PRESCRITA
3.1 - Formulação do problema
0 problema de Graetz com temperatura prescrita, de acor 
do com o grau de generalidade admitido neste trabalho, pode ser 
enunciado como segue:
Seja um duto cujo eixo é a direção de z* do sistema de 
coordenadas cartesianas (x*,y*,z*), e cuja secção transversal é 
uma região regular D, com contorno 3D formado por segmentos de 
curva diferenciaveis que não formam cuspides nas intersecções,con 
forme a figura 1.
Figura 1
No interior do duto escoa um fluido em regime permanen­
te com perfil de velocidade plenamente desenvolvido. A superfície 
do duto é mantida a uma distribuição de temperatura T* = f*(3D) , 
quando z* < 0, e a uma outra distribuição de temperatura T* = 
g*(3D), quando z* > 0, de tal modo que haja uma descontinuidade 
na temperatura de 3D em z* = 0. A figura 2 mostra, de modo esque- 
matico, tais distribuições de temperatura.
Deseja-se encontrar o campo de temperatura no interior 
do duto e os parâmetros de troca de calor. Para tanto, deve-se so 
lucionar o sistema de equações diferenciais parciais, formado pe­
la equação do movimento e pela equação da energia, submetidas às 
condições de contorno prescritas em 3D.
As hipóteses simplificativas adotadas, tradicionalmente 




a) 0 escoamento é incompressível.
b) As propriedades termofísicas do fluido são independentes da 
temperatura.
c) 0 escoamento ê laminar, unidirecional e estacionário.
d) Os efeitos da dissipação viscosa são desprezíveis.
e) 0 fluido é newtoniano.
Dentre as hipóteses acima, a mais restritiva ê a segun­
da, pois, como se sabe, as propriedades físicas dos fluidos reais 
normalmente dependem da temperatura. Esta hipótese, no entanto, 
garante a linearidade das equações envolvidas no problema, simplõ^ 
ficando a solução matemática das mesmas.
A hipótese de escoamento laminar restringe o estudo pa­
ra escoamentos de baixa velocidade, de fluidos de alta viscosida­
de ou de metais líquidos.
3.2 - Equação do movimento
Para que o problema proposto possa ser reí.olvido, impõe 
se, primeiramente, encontrar a distribuição de velocidade do fluj^  
do no interior do duto. A equação diferencial que rege o escoamen 
to é a equação de Navier-Stokes, que, de acordo com as hipóteses 
simplificativas, pode ser escrita da seguinte maneira [3 ];
V^v* = i ^  (3.1)
onde
3x*^ 3y*^
y - viscosidade cinemática do fluido 
dP*--- = gradiente de pressão; P* = P*(z)
dz*
v* - velocidade dimensional 
As condições de contorno que v*(x*,y*) deve satisfazer
v*(x*,y*) = 0 para todo ponto em 3D
A equação (3.1) pode ser adimensionalizada, com a utilj^ 
zação das seguintes quantidades adimensionais:





Dh* = 4(área de D)
comprimento de 8D
Em conseqüência, a equação (3.1) adquire a seguinte forma:
V = 1 (3.2)
A equação acima é uma equação de Poisson, para a qual £ 
xistem varios métodos de solução. Para que se tenha conformidade 
com o formalismo do trabalho, escolheu-se o metodo variacional.
De acordo com a referência [ó], ã equação (3.2) pode 
ser associado o seguinte funcional a ser minimizado:
J(v) = V + — (Vv . Vv)1 dA
2
(3.3)
Utilizando o método de Ritz [6], pode-se propor a seguin 
te aproximação de ordem n para a solução de v(x,y):
n
v(x,y) = E a. Tf;.(x,y) 
i = l  ^ ^
(3.4)
onde as funções i|^ (^x,y) formam uma seqüência completa de funções 
linearmente independentes, uma vez difereuciaveis e se anulam na 
fronteira 8D, isto é:
^j^(x,y) = 0 quando (x,y) pertence a 9D e i = l,2,...,n
A seqüência de funções deve ser completa, pois esta é a 
condição suficiente para garantir que a solução aproximada, dada 
por (3.4), resulte aproximações cada vez melhores do mínimo do 
funcional (3.3), ã medida que n cresce. Assim sendo, as aproxima­
ções de ordem n vão tendendo ã solução exata do (3.2), quando
n oo 26, ii;
Aplicando (3.4) ao funcional (3.3), resulta:
n n n
D
l a. il;. + - (V( Z a. 4^.).V( E a- i|j.))]dA (3.5) 
i=l  ^  ^ 2 i=l  ^  ^ j=l  ^ ^
Para minimizar o funcional (3.5), basta encarã-lo como 
sendo uma função das variáveis a^ e igualar a zero suas derivadas 









+ Z a. Vi|í. .Vij;.)dA=0 i=l,2,...,n
1 = 1 J J
° ...(3.6)
Como as funções 'i'^ (x,y) são funções diferenciãveis, pode 
se alternar o sinal de somatório com o sinal de integração [23], e 
as equações (3.6) podem ser postas na forma matricial abaixo:
Al {a} = -{b} (3.7)
onde
D
Vip^  . dA
b. = 1 dA
D
X l,2 f«..,n
Resolvendo o sistema de equações lineares (3.7), obtém- 
se as constantes a^ e, pela equação (3.4), a distribuição de velo 
cidade v(x,y).
3.3 - Equação da energia
A equação diferencial que rege o problema proposto na 
seção 3.1 é a equação da energia, que, com as hipóteses admitidas, 
adquire a seguinte forma: •





K - condutibilidade térmica do fluido
11
p - peso específico do fluido
- calor específico a volume constante do fluido 
è T* - temperatura dimensional
As condições de contorno associadas à equação (3.8) são:
T*(x*,y*,z*) = f*(x*,y*) quando z < 0 e (x*,y*) em ôD
e T*(x*,y*,z*) = g*(x*,y*) quando z > 0 e (x*,y*) em 9D
Conforme as referências [7,29]e o apêndice deste traba­
lho, onde estão apresentados funcionais para a equação da energia, 





—  o o  - D
p V* —  T* + ^ (vf*)^] dA dz' (3.9)
onde T* ê a distribuição de temperatura procurada, T* = T* + ôT*, 
ôf* ê a variação de f* e v* ê a distribuição de velocidade previ£ 
mente conhecida.
As equações (3.8) e (3.9) podem ser adimensionalizadas, 





















L*(3D) = comprimento de 8D
12
V* = velocidade média do fluido em D m
V* Dh* p C„
e - = N N
pe Yi re pr
Fisicamente o número de Peclêt é a relação entre a quan 
tidade de calor transmitida por convecção e a quantidade de calor 
transmitida por condução. Assim sendo, quando o número de Pêclét 
for grande, maior do que 100 segundo Schneider [27], os efeitos
de condução axial podem ser desprezados e o problema èe torna
2 2mais simples, uma vez que o termo 8 T*/8z* pode ser desprezado. 
Nos trabalhos pioneiros sobre os problemas de Graetz, esta hipot£ 
se era adotada e os resultados obtidos eram aplicáveis a um núme­
ro muito restrito de casos, uma vez que ê muito difícil um escoa­
mento ter número de Peclêt elevado e ser laminar.
As expressões da equação da energia e do funcional asso 
ciado, após a adimensionalização, adquirem a seguinte forma:
1 ?T , , 1 l!l , ^ ^
3x^ 3y^ 3z^ 9zpe
'+00
[V *
1 ((11)2 ^ (*í)2 . 4 - ( — )^)]
/ —00 .D 2 3x 3y Npe
• •
J(T,f) =
onde T(x,y,z) satisfaz as seguintes condições de contorno: 
T(x,y,z) = f(x,y) para z < 0 e (x,y) em 8 D
(3.12)
e T(x,y,z) = g(x,y) para z > 0 e (x,y) em 8 D
A descontinuidade nas condições de contorno em z = 0 
não permite que se obtenha a solução de (3.10) pela aplicação di­
reta de (3.11). Contudo, ê possível contornar esta dificuldade,d^ 
vidindo-se o problema a valores de contorno (3.10) com (3.12) em 
dois problemas distintos - um para z > 0 e outro para z < 0. As­
sim sendo, podem ser propostas duas distribuições de temperatura: 
T (x,y,z) para z > 0 e T*'(x,y,z) para z < 0, que devem satisfazer
as seguintes condições de contorno:
T'*’(x,y,z) = g(x,y) quando (x,y) pertence a 3D (3.13a)
T"(x,y,z) = £(x,y) quando (x,y) pertence a 9D (3.13b)
Fazendo um balanço térmico em z = 0 e lembrando que uma 
superfície não acumula calor, obtêm-se facilmente as seguintes i- 
gualdades para todo ponto (x,y) interno a D:
T'"(x.y,0) = T'(x,y,0) (3.13c)
e (x,y,0) = (x,y,0) (3.13d)
az az
Estas condições são comumente conhecidas como condições de encon­
tro, e juntamente com as (3.13a) e (3.13b) formam o conjunto de 
condições de contorno que as distribuições de temperatura 
T^(x,y,z) e T’’(x,y,z) devem satisfazer.
3.4 - Solução variacional - Método direto.
Utilizando o método de Ritz-Galerkin [7,26] podem ser 




T (x,y,z) = g(x,y) + E a-(z) iÍJ.(x,y)
i=l  ^ ^
n
T"(x,y,z) = f(x,y) + l a?(z) i^.(x,y)
i = l  ^ ^
(3.14)
onde as funções a^ (^z) e a^(z) são funções incógnitas, a determi­
nar, e as funções i|J^ (x,y) formam uma seqüência completa e linear­
mente independente, satisfazendo as condições de contorno homogê­
neas. Estas condições são:
14
,n= 0 para C^.y) em 9D i = 1,2,.
As funções admissíveis (3.14) variadas são da forma.
onde
n
T"(x,y,z) = g(x,y) + Z âj(z) (x,y)
i=l  ^ ^
n
T (x,y,z) = f(x,y) + Z â.(z) (x,y)
i=l  ^ ^
â^(z) = a^(z) + e n^Cz)
(3.15)
(3.16)
onde e é um escalar e rij^ (z) são variações admissíveis [l2] com de­
rivadas contínuas e satisfazem condições homogêneas nos limites 
de integração em z do funcional (3.11), quais sejam:
n^(-“>) = n^(0) = n^(”) = 0 i = 1,2 ,n (3.17)
0 funcional (3.11) pode ser aplicado a cada uma das re­
giões separadamente, uma vez que o problema original foi decompo^ 
to. Deste modo, as expressões (3.14) e (3.15) aplicadas ao funcio 








V E a. ií>. ( E a. ij^ • + g) +
i=l  ^  ^ j=l J ^
  ? g;r ip + g).V(Eâ^ ilJ. + g))]dA dz (3.18)
 i=l  ^  ^  ^ J
onde o ponto sobre as funções a^(z) representa a derivação em re­
lação a z.
Lembrando (3.16) e operando os gradientes, a equação







^ • + ^ + +
+ 2v E a. i|;. g + E (a- + e n-)(a. + e ri J  Vip. . Vi|;.+ 
i=l  ^  ^ i,j = l ^   ^  ^ J 1 3
n
+ Z (a. + e nJVip..Vg + Vg.Vg + 
i=l  ^ ^
+ - i  l (át + e f|.)(ât + e n.)iÍJ. dA dz (3.19)
Npe  ^ 1 J
Calculando as derivadas primeira e segunda do funcional
(3.19) em relação a e resulta:
—  Jd"",!"^) = 
de
n n • +
D pe
n n
+ E  n -  V i | j . . V g  + E  a .  n -  V \ p . . V i i J .  +
j = l J  ^ i j  = l  ^ 1 J
+ E e nhvip.)^ + -4- E e n? ] dA dz (3.20)
i=l  ^ ^  j = l J ^
de' 0
[ E nhvilJ.)^ + E n? ij;?] dA dz (3.21)
D i=l <^ pe
A equação (3.21)mostra claramente que o funcional ê mi­
nimizado para o extremai aqui considerado, pois o integrando de 
(3.21) e uma forma quadrãtica positiva definida em e = 0.
Para se encontrar a melhor aproximação da solução dada 
por (3.14), isto é, aquela que minimiza o funcional, basta igua­
lar a primeira variação do funcional a zero em e = 0, ou séja:
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—  J(T'",f‘^) I = 0 
de e=0
(3.22)
Lembrando a expressão (3.16), a equação assume a forma
abaixo:
^ 1 n .
[v z a. n,- Z a- n. +
i i  = l •* N i i  = l •*
n n
+ E Vijj..Vg + l a- Vií). .] dA dz = 0
j=l  ^  ^ i,j=l 1 J 1 J
(3.23)
Considerando que as funções de (3.23) são integráveis, 
os sinais de somatorio e integração podem ser alternados e a ex­
pressão acima adquire a seguinte forma:
E a. n- y Tp. dA + l a- n- -j- dA +
1 i = l J J i i=l -* N Jlyj J- Jp J^pe
i, j = l D
n
Vip. .Vip . dA + Z n • 
1 J j=l J
D
Vijjj . Vg dA] dz = 0 (3.24)
Nesta expressão, apenas o segundo termo não apresenta a 
função nj(z), mas sim a sua derivada. Para eliminar este termo, 
basta lembrar o esquema de integração por partes, qual seja:
a^ nj dz d , • +
dz
(a. nj) - aj n^] dz (3.25)
ou
•  T  ,
a^ dz • + I“ i I a^ Tij dz (3.26)
Como as funções nj (z) são funções admissíveis, elas são 
nulas em z = 0 e z = “ , ao que sucede o seguinte:
• + • j
a^ Hj dz = ■á* Hj dz (3.27)
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Substituindo (3.27) em (3.24J e trocando o sinal, vem:
l a . A. . T] ■ - I a. B..













Vijjj . Vg dA
É interessante notar que as matrizes H, A e B são matrj^ 
zes gramianas, uma vez que seus termos constituem produtos inter­
nos de vetores linearmente independentes e, portanto, são positi­
vas definidas.
Pelo lema fundamental do calculo variacional [l2] , dado 
que as funções n^Cz) são arbitrarias, para que a expressão (3.28) 
seja satisfeita, a seguinte igualdade deve ser satisfeita:
E H - E át A - Z at B = d j=l,2,...,n
i=l ^  i = l ^  i=l  ^ J
...(3.29)
que é equivalente ã forma matricial abaixo:
H] {ã"'} - [A] {â'*'} - [Bj {a""} = {d} (3.30)
A expressão (3.30) ê um sistema de equações diferenci­
ais lineares de segunda ordem não-homogêneo. A solução geral deste 
sistema ê composta pela solução do sistema liomogêneo corresponden­
te, mais uma solução particular, que no caso pode ser facilmente 
encontrada. Dado que os coeficientes de (3.30) são constantes, tam 
bem a solução particular será um vetor constante. A solução parti­
cular, em conseqüência, pode ser calculada a partir da equação se­
guinte:
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-[B] íb"'} = {d} (3.31)
onde {b^} ê a solução particular.
Para se encontrar a solução particular, basta multipli­
car (3.31) pela matriz inversa de B, resultando então:
(3.32)
Para se obter a solução homogênea, pode ser utilizado o 
procedimento proposto em [22].Para tanto, toma-se a seguinte ex­
pressão para solução do sistema homogêneo [l5
ía"^ } = ÍC"^ } e (3.33)
Colocando (3.33) no equivalente homogêneo de (3.30), ob 
tém-se o seguinte problema espectral no R^:
[H] {C""} - X[A] {C""} - [B] {C""} = {0} (3.34)
Conforme pode ser visto na referência [22], este proble
,2nma e equivalente ao problema espectral no R abaixo; 




[0] [ B J J
XÍC'^}
{C*}
A matriz R, conforme pode ser facilmente provado, ê uma 
matriz positiva definida uma vez que ê composta em blocos, na dia­
gonal, pelas matrizes gramianas H e B. Assim sendo, o problema de 
autovalores (3.35) pode ser posto na forma canônica, pois é possí­
vel encontrar uma matriz Q ortogonal no espaço R^^, tal que:
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[ Q ] ^  [R] [Q] = [ I ] (3.36)
[Q
r i -  T -onde |l] e a matriz identidade e Q e a transposta de Q.
T —
Aplicando as matrizes Q e Q na expressão (3.31}, vem
^[ij - [Q]"^  [sj [Q^ LQ]’^ ÍV^} = ÍO) (3.37)
Para que este problema de auto-valores não apresente apenas a solu 
ção trivial, a seguinte igualdade deve se verificar:
det X[l] - [Q]"^ = 0 (3.38)
A equação (3.38) pode ser resolvida pelos métodos con­
vencionais [5 ] e apresenta 2n autovalores e 2n auto-vetores reais, 
uma vez que a matriz do problema ê real e simétrica. Se estes auto 
vetores forem denotados de X^, i = l,2,...,2n, então os vetores 
são obtidos da expressão seguinte:
{Yt} = [Q] {X.} 1 = 1 , 2 2n (3.39)
0 problema espectral (3.38) tem 2n auto-valores, n dos 
auais são positivos e n são negativos, dado que a matriz envolvida 
e real e simétrica.
Como a solução de (3.30) deve ser finita em z = », so­
mente os auto-valores negativos com os correspondentes auto-veto­




i = 1,2 .n (3.40)
os auto-vetores do problema (3.34) podem ser obtidos e a solução
homogênea de (3.30) será uma combinação linear destes auto-vetores,
X * zaplicados as funções e 1 . Desta forma tem-se que.
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ía""} = 2 a T {c !} (3.41)
i=l 1 1
+
onde os são os auto-valores negativos.
Somando a solução particular (3.32) com a solução homo­
gênea (3.41), obtém-se a solução completa de (3.30), qual seja:
n +
{a^} = 2 a ! {Ct} e^i^ + {b.} (3.42)
i=l  ^  ^  ^ ■
Substituindo (3.42) em (3.14), obtem-se a distribuição 
de temperatura T (x,y,z), que adquire a seguinte forma explícita:
+ n , + , n n +
T (x,y,z) = g(x,y) + Z A- e 3 Z C. . 4». [x,y) + Z b. ip-(x,yj
j=l  ^ i=l  ^ i=l  ^ ^
. . .(3.43)
onde ct. ê elemento da matriz , constituída pelas colunas corre_s 
pondentes aos auto-vetores {C } e os coeficientes são desconhe­
cidos .
Procedendo de maneira análoga a partir de (3.18), pode 
ser obtida a expressão de T ”(x,y,z), que toma a seguinte forma:
T (x,y,z) = fCx,y) + Z A- e J Z C-. ip.(x,y) + Z b. i|j.(x,y)
j=l J i=l  ^ i^l  ^ ^
...(3.44)
onde, neste caso, os auto-valores são os auto-valores positivos do 
problema (3.34) e ê elemento da matriz C" que possui, nas colu
nas, os auto-vetores correspondentes aos auto-valores positivos.
Para completar a solução, resta encontrar os valores 
dos coeficientes a J e A T . Para tanto, devem ser utilizadas as con­
dições de encontro (3.13c) e (3.13d). Substituindo as expressões 
de T^(x,y,z) e T“(x,y,z), dadas por (3.43) e (3.44) respectivamen­
te, nestas condições, vem,
n n + n n _
g + Z b. lí, + Z A. Z C.. ij;. = f + Z b. + 
i=l  ^  ^ j=l  ^ i=l  ^ i=l  ^ ^
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(3.453
^ 4* + ^ +
Z a \ X. Z c. . n;.
j = l  J J 1=1 ^
As funções g(x,y) e f(x,y) podem ser expandidas, em ter 
mos das funções i|^ (^x,y) ,pelo método dos resíduos ponderados [ 7 
Para tanto, admite-se que.
^ +
g(x,y) = Z £ (x,y) 
i=l ^  ^
(3.46)
Multiplicando esta expressão por -V , vem:
(3.47)
Integrando (3.47) em D, resulta
n
D D
-i|;. V >. dA (3.48)
Lembrando que
. V > .  dA = Vip. dA = B. . (3.49)
vem
" + 
f . = Z l. B.. 
J i=i 1 iJ




g V > .  dA
A expressão (3.47), colocada na forma matricial.
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{£} = [B] U*) (3.51)
Resolvendo o sistema de equações acima, os coeficientes 
podem ser obtidos e, de maneira anãloga, os coeficientes
Desta forma, as expressões (3.45) são equivalentes ao
que segue:
n n n n n
z  + z  b t  + z A t  z  c t  = z  z: +
i=l  ^  ^ i=l  ^ ^  j = l  ^ i=l  ^ i=l ^
n n n
+ z  bT + z  a: Z CT. ip. 
i=l  ^  ^ j=l  ^ i=l ^
(3.52)
n + + n n _ _ n _
e Z A. A. Z C. . Hj. = Z A. A. Z C--
j = l   ^ J  i = l   ^ 1 = 1 ^ ^  i =l  ^
Como as funções 'í'^ (x,yj são linearmente independentes 
os coeficientes de (3.52) devem ser iguais. Então, tem-se:
+ bt + Z A'1 cl- = i: + h: + Z a: C7. i = l,2,...,n
1 1 j=l J iJ 1 j = l  ^ ^
e Z A^ Xl' C|. = Z AT a : c T. i = l,2,...,n
j=l J 3 J J ij
ou, na forma vetorial,
{Z'*'} + íb""} + Z aT {C^} = il~} + {b"> + Z aT {CT}
j=l  ^  ^ j=l J J
Z At A. ÍC.} = Z A. AT {cT} 
j=l 3 J J 3 3 3
(3.53)
(3.54)
As equações (3.54) podem ser reunidas numa única equa­




X. í c p
( d )
j = 1,2, n
e, então, as expressões (3.54) são equivalentes ao que segue:
? At {Yt> = {v} + ? AT {YT}
j=l J 3=1 J
C3.55)
Os vetores Y T , sendo soluções do problema de auto-valo- 
res (,3.35), são ortonormais em relação ã matriz R, uma vez que as 
matrizes deste problema são simétricas. Portanto, multiplicando 
(.3.35) por R e por y J e YT , vem
a: = -{v}"^ [R] {Y~p 
aJ = {v}"^  [r] {Yt}




Substituindo as expressões de R e Y^ na equaçao de A^,
resulta a seguinte expressão:








Fazendo os produtos matriciais, obtém-se o seguinte:
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n
a ;  = - b p  c * .  j  = 1 , 2 ..........n (3.59)
üe maneira análoga, è possivel obter a seguinte expres­
são para os coeficientes a T:
* '>1 - <  - '>1^  %  i '  1 . 2 , . . . , n  (3.60J
Desta forma, todos os coeficientes das equações (,3.43) 
e (.3.44) são conhecidos e consequentemente também as distribuições 
de temperatura.
3.5 - Número de Nusselt
Do ponto de vista de aplicação, mais importante que a 
distribuição de temperatura, ê a distribuição do numero de Nusselt 
ao longo do duto. 0 número de Nusselt, fisicamente, é interpretado 
como sendo a relação entre o gradiente térmico proximo à parede do 
solido e diferença entre as temperaturas de superfície e de mistu­
ra. Como o calor trocado é proporcional ao gradiente térmico prõx^ 
mo ã parede, quando maior o número de Nusselt, maior ê o calor tro 
cado, para uma mesma diferença entre as temperaturas de superfície 
e de mistura [26].




onde h ê o coeficiente de transferência de calor por convecção.De^ 
te modo, com o conhecimento do número de Nusselt, ê possível obter 
o coeficiente h, que é o fator mais importante em termos de proje 
to.
De um balanço de calor para um certo ponto do duto, vem
h(T* - T*) = K —  (3.62)sm D
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onde T*C2c,y,z) é a temperatura da superfície do duto e T^(z) é a 










ou, rearranjando e lembrando (3.61),
T, - T.Sm b
(3.65)
Integrando (3.65) e:n 3D, pode-se obter o numero de Nusselt médio, 




T - T 
8D ^sm b^
3.6 - Aplicação
Para aplicação do método proposto, foi escolhido o pro­
blema de Graetz de temperatura prescrita num duplo-tubo mantido a 
uma temperatura em z < 0 e a uma outra temperatura em z > 0. 
A figura 3 mostra esquematicamente este problema.
Esta geometria foi escolhida por várias razões. A pri­
meira delas ê que ela é muito utilizada em trocadores de calor e 
condensadores. Outra razão é a comparação de resultados. Para rela 
ções de raio próximas da unidade, o duplo tubo comporta-se como 








y ' ^ 0 y T ,
----- ►





Outra conveniência desta geometria é que o problema po­
de ser analisado em coordenadas cilíndricas. Assim sendo, as equa­
ções do movimento e da energia se transformam no que segue:
1 9
r*
(r* = í l  IZ*
3r* y* 8z* 
P c
r* 9r*
(r* ---) + V 3T*
3r* 3r' K 3z'
(3.67)
(3.68)











onde Dh = 2(R2 - Rl)
a equação (3.68) adquire a seguinte forma:
r 8r 9r pe dz
(3.69)
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com as condições de contorno
T(r.,zJ = T(r z) = 1 para z < 0
e TCr.,z) = T(r z) = 0 para z > 01 “
onde
Para a equação (.3.67) aplicada ao problema do duplo-tu- 
bo, tem-se disponível a solução analítica [3 ], que apresenta a se 
guinte forma adimensional:




Cl = (.1 - a^)/ln (l/a) e C2 = (1 - a^)/(l - 0 )^ - Cl
As aproximações de ordem n para as distribuições de tem 
peratura são as seguintes:
+ n
T (r,z) = E a. (z) ip. (r) 
i=l ^ ^
n
e T"(r,z) = 1 + E aT(z) (r)
i=l  ^ ^
onde a seqüência de funções que satisfaz as condições de coptorno, 
escolhida neste trabalho, é:
in In (r/r.)
í ’í ' i ( r )  I =  s e n  ( - - - - - - - - - - - - - - - ) ,  i  =  l , 2 , . . . , n }
 ^  ^ In (l/a)
pois é fâcil de ver que as funções T|^ (^r) se anulam em r = r^^^ e 
r = r^.
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Neste caso o sistema de equações diferenciais (3.30) 
se transforma no sistema homogêneo abaixo:
[h ] íã'"} - [A] { T }  - [B] {a^> = {0} (3.71)
onde
e iir In (r/r.) jtt In (r/r.)
sen (-----------— ) sen (-------------) r dr
^i
In (l/a) In (l/a)
e ítt In (r/r.) jir In (r/r.)
v(r) sen (•-----------—  sen (-------------) r dr
r.
1
In (l/a) In (l/a)
(In (l/a))
COS (
Í7T In (r/r.) Jtt In (r/r.)
------------_)cos (-------------) —
In (l/a) In (l/a) r
Sistema idêntico ao (3.71) ê valido para a região de 
z < 0. Conforme visto anterioremente, a estes sistemas estâ assocj^ 
ado o seguinte problema de auto-valores:
det |A[lJ - [Q]^ [Sj [q]1 = 0 (3.72)
onde [a] [ b J
> j  [o;
e Q ê uma matriz cujas colunas constituem uma base de vetores orto 






Neste trabalho utilizou-se o método de Gram-Schmith pa­
ra a obtenção da matriz Q, enquanto que o método de Jacobi foi uti_ 
lizado para a determinação simultânea dos auto-valores e auto-veto
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res de (5.72), a exemplo de [7 ] .
Pelas equações (3.39} e (3.40) são obtidos os auto-veto 
res de (.3.71), que, aplicados nas expressões das constantes Aj e 
Aj, resultam:




U " }  = [B]“  ^ {£}
£. = 
1
( - - - - II- - - - )2 s e n  ( - - - - - - - - - - - - - i - ) ^
^i
In (l/cr) In (l/a) r
Neste caso particular, as equações das distribuições de 
temperatura adquirem as seguintes formas:
+ n ,+ n Í7T In (r/r.)
T (r,z) = Z A- E C.- sen (-----------— )
j=l ■' i=l In (l/a)
(3.74)
n z nT (r,z) = 1 + Z A. L C.. sen (
j=l J i = l iJ
Í7T In (r/r^) 
In (l/a)
)
A expressão do numero de Nusselt, dada por (3.66), ad­
quire a forma abaixo:
9T dT
Nu =
9r r . 3r r ________ 1_________e
tl - a)(Ti^ - T 3 )
onde T(r,z) è dado por (3.74), T = 1 em z < 0 e T = 0 em z > 0.
O ^
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3.7 - Discussão de resultados
Um fator importante na precisão dos resultados do pro­
blema e o nümero n de funções da seqüência, utilizadas na expan­
são da solução. É claro que, a medida que n cresce, melhora a pre­
cisão da solução, mas tambem aumenta o tempo de computação para re 
solução do problema. Portanto, ê necessário tomar um compromisso 
entre precisão e tempo de computação. Para grandezas médias, como 
temperatura de mistura e temperatura média, um pequeno número de 
funções, quatro ou cinco, por exemplo, é suficiente para se obter 
bons resultados. Jã para grandezas locais, como número de Nusselt 
e temperatura, é necessário um número maior de funções.
Neste trabalho, foram utilizadas dez funções na expan­
são para obtenção dos números de Nusselt e temperatura de mistura. 
Para o campo de temperatura foram utilizadas doze funções.
0 nümero de Nusselt em função de z para vários números 
de Peclét em duplo-tubos com relações de raio de o = 0,2, o = 0,5 
e a = 0,8 são mostrados nas figuras 4, 5 e 6 , respectivamente.
lÕ’ K)*
z = DftNpe
Fig. 4 - Números de Nusselt para duplo-tubo com relação de raios
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Fig. 5 - Números de Nusselt para duplo-tubo com relação de raios 
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Fig. 6 - Níámeros de Nusselt para duplo-tubo com relação de raios
o = 0,8 e varios N
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A figura 7 mostra a distribuição da temperatura de mis­
tura ao longo de um duplo-tubo com o = U,5, para vários números de 
Péclét. Pode-se notar que, a medida que N diminui, as curvas £i- 
cam menos inclinadas, caracterizando um aumento na penetraçao da 
temperatura do lado de z > 0 contra o fluxo do fluido, devido ao 
efeito crescente da condução axial.
Fig. 7 - Temperatura media de mistura para duplo-tubo com relação 
de raios a = 0,5 e vários Npe
A figura 8 mostra um campo de isotermas num duplo-tubo
com o = 0,5 e N = 3,0. Pode-se observar o efeito do fluxo dope
fluido, "empurrando” as isotermas na direção do movimento, de ma­
neira diferenciada, de acordo com a velocidade, causando inflexões 
nas isotermas maiores que 0,5. Também é interessante notar o cres­
cimento dos gradientes térmicos, a medida que z se aproxima de ze­
ro. Este efeito e devido ã descontinuidade nas paredes do duplo-tu 
bo em z = 0 .
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Dh Npe
Fig. 8 - Campo de isotermas em duplo-tubo com relação de raios
a = 0 , 5 e N = 3 , 0 .
pe
Conforme foi dito anteriormente, um duplo-tubo com rela 
ção próxima da unidade poderia se aproximar ao caso de placas pla­
nas. Isto foi feito na obtenção de dados para comparação ccn ou­
tros trabalhos. Admitiu-se que uma relação de raios a = 0,95 daria 
uma boa aproximação de placas-planas.
Agrawal [ l] resolveu analiticamente o proble~a de 
Graetz com condução axial, isto é, com pequenos números de Péclêt, 
entre placas paralelas. Os resultados aqui obtidos se aproximam ra 
zoavelmente dos dados de [ l]. As tabelas 1 e 2 mostram a compara­
ção entre os auto-valores apresentados em [ 1 ] e os obtidos no pre 
sente trabalho.
As tabelas 3 e 4 mostram as comparações das temperatu­
ras médias de mistura para vários valores de z e = 4,0. Os va­
lores numéricos apresentados nessa tabela foram interpolados graf^ 








































Tabela 2 - Comparação entre os auto-valores para Npe
= 4,0 e z > 0
■ 0 , 0 1
•0,05
■0,1











Tabela 3 - Comparação das temperaturas médias de mistura para
N = 4 , 0 e z < 0 .  pe
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z
Temperatura média de mistura
Variacional Agrawal
0 ,ül 0,560 0,564
0,05 0,2831 0,285
0 , 1 0 , 1 2 2 2 0 , 1 2
00 0 , 0 0 , 0
Tabela 4 - Comparação das temperaturas médias de mistura para
N = 4 , 0 e z > 0 .  pe
As tabelas 5 e 6 mostram comparações entre os números 
de Nusselt para N = 4,0 e vários valores de z. Também nestes ca- 





-0 , 0 1 26,275 26,96
-0,05 10,167 10,167
-0 , 1 9 ,016 9,35
— 00 8,902 8 , 8
Tabela 5 - Comparação entre números de Nusselt para = 4,0 e




0 , 0 1 16,264 15,944
0,05 ;8,308 8,552
0 , 1 7,829 7,896
00 7,792 7, 796
Tabela 6 - Comparação entre números de Nusselt para N = 4.0 e
z > 0 .
pe
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Como se pode notar nas tabelas de 1 a 6 , houve uma boa 
concordância entre os valorer. obtidos no presente trabalho e os 
valores obtidos em [ll]. As pequenas diferenças observadas pare­
cem ser devidas ao fato de que Agrawal so utilizou os primeiros 5 
auto-valores ímpares na expansão da solução. A admissão de que 
a = 0,95 aproxima as placas planas e as diferenças intrínsecas 
dos métodos utilizados, tambem são responsáveis por estas dife­
renças.
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IV - PROBLEMA DE GRAETZ - FLUXO PRESCRITO
4.1 - Formulação do problema
0 problema de Graetz com fluxo prescrito, â semelhança 
do problema anterior, também trata de um escoamento sujeito à des 
continuidade nas condições de contorno. Desta vez, porém, a des- 
continuidade ocorre na distribuição do fluxo térmico e não na di£ 
tribuição da temperatura. Este problema pode ser enunciado como 
segue:
Seja o mesmo escoamento proposto na seção 3.1 sujeito 
ãs seguintes condições de contorno:
T*(x*,y*,-co) = T*
aT*
--- 1 = 0 para z* < 0
3n* 9D
---1 = f*(x*,y*) para z* > 0 (4.1)
8 n* 9D
Deseja-se encontrar a distribuição de temperatura e os 
parâmetros de troca de calor. As hipóteses admitidas são as mes­
mas de 3.1, e a solução do escoamento è a mesma de 5,?.
4.2 - Equação da energia
A equação da energia para o problema proposto, de acor­
do com as hipóteses adotadas, toma a seguinte forma:
K V^T* 7= p V* ^  (4.2)
9z*
onde T*(x*,y*,z*) satisfaz as condições de contorno (4.1).
Conforme pode ser visto no apêndice e nas referências 
[7. 29], à equação (4.2) e suas condições de contorno está associa
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do o seguinte funcional:
9D
■p c V *  —  f *  + -  ( v f *  . v f * ) ]  dA dz*- 
^ 3z* 2
3D
K —  T* ds* dz* 
3n*
(4.3)
Utilizando as adimensionalizações usuais para problemas 






V = V ’ T =
V’m







as expressões (.4.2) e (.4.3) adquirem as seguintes formas, respec­
tivamente :
9^T  ^ 3 T  ^ 1 9^T _ 3T
— 2 — 2 ~7.---- 2 ■ ^ —




[v f  ^ 1 (C— - ( 1
J —OO' 8D 2 9x 3y "pe
dA dz -
9D
—  f ds dz 
9n
(4.6)
As condições de contorno também se alteram com a adimen 
sionalização como segue:
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T(x,y,-“) = 0 
3T
—  = 0  para z < 0
8n 8 D
—  p = £(x,yj para ;: > 0 (4.7)
9n 3D
Devido à descontinuidade nas condições de contorno, o 
problema pode ser considerado como equivalente a dois problemas a 
valores de contorno distintos. Deste modo, podem ser admitidas 
duas distribuições de temperatura, T'''Cx,y,zJ para z > 0 e 
T~Cx,y,zJ para z < 0. Estas distribuições devem satisfazer as se­
guintes condições de contorno:
T"{.x,y,-ooJ = 0
+
—  I = 0,  ^ 1  = f ( x , y )
3n 3D 9n 3D
T^^tx.y.OJ = T"(x,y,0)
tx,y,0 ) = —  Cx,y,0 ) 
3z 3z
4.3 - Solução variacional - Método direto.
Em analogia ao caso anterior, utilizando o método de 
Ritz-Galerkin, podem ser propostas as seguintes aproximações de 
ordem n para T (x,y,z) e T~Cx,y,z):
n
T“(x,y,z) = Z a~(z) ip.(x,y) 
i= 0   ^ ^
+ ^ + 
e T (x,y,z) = Cz + g(x,y) + Z a-(z) i(;.(x,y)
i = 0  ^ ^
(4.8)
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onde a^(z) e aT(z) são funções inc5gnitas a determinar e as fun­
ções formam uma seqüência completa de funções linearmente 
independentes. As condições de contorno que estas funções devem 
satisfazer são as seguintes:
Bilj
— ^ (x,y)I = 0  i = 0 ,1 ,2 ,...,n
8 n 3D
Uma das funções desta seqüência ê a função constante, que pode, 
sem perda de generalidade, ser admitida unitária. No presente tra 
balho,esta função unitária ê denominada i^^(x,y).
A função g(x,y), que aparece na expressão de T^(x,y,z), 
serve para garantir a condição de fluxo prescrito e deve ser tal 
que
^  (x,y)| = f(x,y) (4.9)
3n 3D
e a presença da função Cz ê justificada pelo fato de que o calor 
que entra ou sai do duto o faz a um valor constante com z, portan 
to ê esperada uma variação assintoticamente linear da temperatura 
ao longo do duto [l4].
0 valor da constante C pode ser obtido a partir da equa 
ção diferencial do problema, equação (4.5), como segue:
Tem-se que
y  ^  ^ 1 Sh
3z 3x^ 8 y^ dz^
 ^ pe





Dividindo (4.11) pela área A e aplicando o teorema da divergência 
de Gauss ao iíltimo termo do lado direito da equação, resulta a se 
guinte expressão:
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dT, 1  d^T ,b _ 1 m , 1
---------------------------------2------------------- T ~  ~
dz dz^ Ape 3D 9n
ds (4.12)
Quando z cresce, os efeitos de entrada vão desaparecen­
do e para o limite quando z tem-se que:
d^T, d^Tb _  m _ 9 T _ ^
— 2-------2------ 2 ~ °
dz^ dz^ 9z^
e entao
dT, dT„__b _ __m _ Ji^  _ ç.
dz dz 9z
Portanto, das equações (4.12) e (4.7) vem
C = - f(x,y) ds (4.13)
8 D
Em conseqüência do que foi exposto, as distribuições de 
temperatura admissíveis deverão ser da seguinte forma:
n
f‘"(x,y,z) = Cz + g(x,y) + E âT(z) tp-(x,y)




â^(z) = a^(z) + e rij^ (z) i = 1 , 2 .n
com e sendo um escalar e Tijj^ (z) sendo variações admissíveis, sati£ 
fazendo (3.17) e sendo tais que n^(“) = 0.
Substituindo a função admissível dada por (4.14) no fun 
cional (4.6) para a região de z > 0, resulta a seguinte expressão:
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n n
[v( I a. \p. + C) ( Z â. i|;. + g + Cz) +
5  i" 0  "  ^ j= 0  3 3
+ i (V( " ât *, + g * C2).7( " ât I|,. t g * Cz))]dAdz
2 i=0  ^  ^ j =0  J ^ -
n
£( E at i|;. + g + Cz) ds dz 
i=l 1 1
(4.15)
Efetuando as operações indicadas acima vem,
,  ^  ?.+ ^  .+ 
v( Z a. a. ij;. + g E a- ip. +
D i 0 = 0 i= 0
1 1
^ • + ^  ^+ 2 
+ Cz E a - . + C E a. ij;. + Cg + C z) +
i= 0 1 ^ 1 j= 0 J O
n n
+ i ( E ât ât Vi|^ • .Vi|; . + 2 E âT Vip - .Vg
2 i,j= 0 i= 0 1 1
n
+ Vg.Vg + C^ + -i- E ât 4. 4^.)]dA dz -





(£ E a. + £g + £Cz)ds dz 




ai(z) = a^(z) + e n^(z) 
â]^ (z) = át(z) + e li^(z)
(4.17)
onde as £unções rij|^(z) satisfazem (3.17). As expressões (4.17) po­
dem ser substituídas em (4.16). Impondo a condição de extre­
mo em (4.16) resulta o que segue:
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de e= 0 0
r ^ •+ 1 ^ *
_v E a. 'I'. + -T- 2 a.
D i - 5  = 0 " J  ^ J i , j = 0  ^
n n ^
+ V c z  + z  a .  n-  Vip-.Vip +
j=0  J J i , j = 0  1 J 1 J
n
+ E Vi|j . .Vg] dA dz - 




E f ds dz
j= 0  J J
= 0 (4.18)
Substituindo (3.27) em (4.18) e alterando o sinal de so 
matorio com o de integração, vem
^  (T^T^) 
de e= 0 D
V dA
n
-4 - í Sj n. 





+ E a. n-
i,j= 0   ^ J
V\p^ .V\pj dA +
D
n
+ E TI -
j= 0  J
Vg.Vi|jj dA] dz -
3D
£ rpj ds) dz (4.19)
Lembrando que
D
Vg . dA = div (Vg i/j^ )dA -
D
V^g jp. dA (4.20)
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V g dA (4.21)
Substituindo (4.21) em (4.19) e trocando o sinal, resul 
ta o seguinte:
de e= 0 0
n « .+
I  H  . n - -  I  a .  A .  . n .  -
i,j = 0 J i,j = 0 ^  ^
n  +  n
l a. B.. n- - S t. n j  dz = 0 










(C V - V g)ijjj dA
Como as funções rij|^ (z) são arbitrarias, pelo lema funda­
mental do cálculo variacional, deve-se ter o que segue:
n + ^ .+ ^  +
Z a. H . . - Z a . A . . -  Z a . B . . = t .  i
i= 0  " i= 0   ^ i= 0  " J
1 ,2 ,...,n 
...(4.23)
ou,na forma matricial.
Hl {â""} - [A] {â'"} - [B] {a""} = {t} (4.24)
Procedendo de maneira análoga para a região de z < 0, 
pode-se obter.
H] {á"} - [A]{â'} - [B] {a'} = {0} (4.25)
0 sistema de equações diferenciais (4.24) pode ser resol^
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vido como em 3.4, a menos de uma característica especial da ma­
triz B. Dada como,
. Vipj dA i,j = 0,1,2,... ,n (4.26)
D
e sendo i|j^ Cx,y) = 1, a matriz B apresenta a primeira linha e a 
primeira coluna nulas. Sendo assim, a solução particular de (4.24) 
conforme a equação (3.31), qual seja
- >] {b} = {t> (4.27)
não pode ser univocamente obtida, pois o elemento b^ pode ser ar­
bitrário. Este coeficiente no entanto, pode ser determi­
nado.
Para obter b ^ , deve-se lembrar que a solução de (4.24) 
se reduz a solução particular, quando z assuiae valores grandes, 
pois a solução homogênea ê assint5tica em z. Tem-se, então, que
+  n
T (x,y,z) = Cz + g(x,y) + b + Z b. i]j.(x,y) (4.28)
o i=l 1 1
Das equações (4.12) e (4.13), vem
dT, , d^T
= 1 — m  ^ ^ (4.29)
dz dz^pe
e integrando a equação acima em relação a z entre -<» e z resulta,
T, (z) =  ^ Cz . (4.30)
pe
Por outro lado, T^(z) calculado a partir de (4.28), re­
sulta na forma seguinte:






Finalmente, igualando (4.31) com (4.30), resulta
- E (4.32)
Npe
A constante pode ser entendida fisicamente como sen­
do um aumento da temperatura, devido ao efeito da condução axial,
2 -  -  dada pelo termo C/N , mais uma compensaçao pela escolha arbitra-pe
ria da função g(x,y), dada pelo termo E.
A obtenção da solução homogênea de (4.24) também e afe-^  
tada pela singularidade da matriz B. Analogamente a seção 3.4, o 
problema de auto-valores associado as equações (4.24) e (4.25) po 
de ser posto na forma seguinte:







e í y") =
A iC*}
É fácil de ver que, pela montagem em blocos, as matri­
zes R e S apresentam a (n+2)-êsima coluna e a (n+2)-ésima linha 
nulas. Como conseqüência, um dos auto-vetores que satisfaz o pro­
blema ê o vetor
= (0, 0, ..., 0, c, 0,...., 0) (4.34)
onde c é uma constante arbitraria, que esta associada ao auto-va-
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lor X = 0. Resta, portanto, encontrar os 2n+l auto-valores e auto 
vetores restantes. Devido as singularidades das matrizes R e S,e£ 
tes auto-vetores não podem ser obtidos pelos métodos habituais, 
pois os determinantes destas matrizes são nulos. Contudo, é possí 
vel desacoplar as linhas e colunas nulas destas matrizes, reduzin 
do de um a dimensão dos vetores e matrizes envolvidas. Para tan­
to, basta desprezar as linhas e as colunas nulas do problema e 
proceder como em 3.4. Deste modo, o problema ê abordado no espaço 
vetorial ortogonal ao auto-vetor dado por (4.34). Com a supressão 
das (n+2)-êsima linha e coluna das matrizes do problema (4.33),os 
auto-vetores não são obtidos completamente, restando determinar 
justamente o (n+2)-ésimo elemento de cada auto-vetor. Este elemen 
to pode ser encontrado, lembrando que
(Yi, Y 2 ,..., ^o’  ^ C^,..., X C^, Cq, C^,..., C^)
então
C 2 =
Desta forma, todos os auto-valores e auto-vetores do 
problema (4.33) estão disponíveis. Destes 2n+2 auto-valores, n-^-l 
são positivos, n são negativos e um é nulo. Isto e garantido pelo 
fato de que, conforme a referência [28], o auto-valor nulo está 
associado ã região de z > 0 , juntamente com mais n auto-valores 
negativos.
De posse destes auto-vetores, pode-se obter os auto-ve­
tores do problema espectral associado a (4.24), que, combinados 
linearmente e aplicados as funções e^j^, dão as soluções homogi 
neas de (4.24) e (4.25). Estas soluções são:
ía'"} = ? At {ct} e^j^




{a”} = Z Aj { C p  e^j^
onde Aj e AT são constantes a determinar, xt são os auto-valores
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negativos incluindo o nulo e Xj são os auto-valores positivos.
Substituindo as expressões (4.35) em C4.6) e somando a 
solução particular, resulta:
T^^Cx.y.z) = Cz + g(x,y) + E e^j^ t ct. ij;.(x,y) +
j = 0  ^  i = 0  ^
(4.36)
e T (x,y,z) = E AT e J Z C7. (x,y)
j= 0   ^ i= 0  ^
Para se encontrar os valores das constantes At e A T , de
vem ser usadas as condições de encontro entre T (x,y,z) e 





Aplicando (4.36) a (4.37), resulta
n n n  ^ n ^
E AT S CT. i|^ -(x,y) = g(x,y) + Z A- l C-. (x,y) +
j= 0  J i=o  ^ j= 0  J i= 0  ^
n
+ Z b. líí. (x,y) 
i= 0   ^ ^
(4.38)
+ +  +
e Z A. X. Z C.. ií^ .(x,y) = C + Z A- X. Z C.. i^.(x,y)
j=0 J J i=0  ^ J J 1
Lembrando que as funções i|;^ (x,y) são linearmente inde­
pendentes e fazendo
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e C = C 4>^(x,y)
onde {£} pode ser obtido pelo metodo dos resíduos ponderados, co 
mo em 3.4, vem
n n + +
Z A* - + b. + Z A- C-- i = 0,l,2,...,n
j =o J 1 1 j=o J
(4.40)
e E AT XT C7. = C + E A^ xt cT. i = 0,1,2,--- n
j= 0  J J j= 0  J J
onde ê o "Delta de Kronecker".
Colocadas na forma vetorial, as expressões acima adqui­
rem as seguintes formas:
I A~. { C p  = {£} + {b} + ? a;J { C p  
j= 0   ^  ^ j= 0   ^ ^
(4.41)
n
E A~. XT {CT} = 
i= 0   ^  ^ 3
E A^ x;r { c P  
j= 0  J  ^ ^
Os coeficientes A^ e A T , j = 0,1,...,n, podem ser obti­
dos pela utilização da ortogonalidade dos auto-vetores de (4.33) 
em relação ã matriz R no espaço de dimensão 2n+2. Com efeito, fa­
zendo
{v}’^ = (1 , 0 , 0 ....  0 , + b^, + b^,...,
e {Y.} = (^j X^ Cj.....  X.
As expressões (4.41) podem ser acopladas numa unica e-
quação no espaço de dimensão 2n+2, que ê a seguinte:
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I At { Y p  + {v} = ? aT {YT} (4.42)
j=0  ^ J j=0  ^ ^
Devido à ortogonalidade dos vetores Y. em relação a ma-
^  J +
triz R, podem ser obtidos os coeficientes Aj e A ^ , multiplicando- 
se (4.42) por R e por Y^. Deste modo, tem-se
Aj  = - í v } ^  [r J { y ! }  j  = 0 , 1 , 2 , . . . , n
(4.43)
e AT = {v}^ [r ] { Y p  j = 0,1,2,...,n
Aplicando a (4.43) as operações da seção 3.4, resultam:
At = c E H . ct. - 1 ( 1 . *  b ^ B
3 J i = 0 i,k= 0   ^ 1 iK
(4.44)
Finalmente, substituindo (4.44) em (4.36), obtém-se as 
distribuições de temperatura T^(x,y,z) e T (x,y,z).
;-.4 - Numero de Nusselt
Um balanço de calor, num certo ponto da fronteira do du 
to em questão, fornece a seguinte expressão:
h(T* - T*) = K ^  (4.45)
 ^ ° 8 n*
mas, como 8T*/3n* = f*, vem
h(T* - T*) = K f* (4.46)
Aplicando a (4.8) a mesma adimensionalização utilizada 
em (4.6) e (4.5) e colocando numa forma conveniente, vem
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h Dh* 
K T - T. sm b
C4.47)




Integrando (4.48) em 3D resulta a expressão do número 
de Nusselt médio em função de z, que adquire a seguinte equação:





Para aplicação do método foi novamente escolhido o pro­
blema de Graetz associado ao duplo-tubo, desta vez isolado em 
z < 0 e recebendo uma taxa ccnstante de calor Q pelo tubo interno 
em z > 0. Este problema foi escolhido, basicamente, por duas ra­
zões: a primeira delas é que ele apresenta grande importância pra 
tica, uma vez que muitos sistemas de arrefecimento de reatores nu 
cleares utilizam duplos-tubos; a segunda razão é a comparação de 
resultados com a solução analítica desenvolvida por Hsu [14].
A figura 9 mostra esquematicamente a configuração do
problema.
Como em 3.6, as equações de movimento e da energia po­
dem ser tomadas em coordenadas cilíndricas, devido a axissimetria 
do problema. Tem-se então as seguintes expressões:
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y / / / / / / / % ^ / ^ / / / / / / / A
ISOLADO
Y / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / Á
ISOLADO. _ .
t r  + I  + + f "
o
/ / / y / z / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / 1 i  í  +
Em 2 = - 00
Fluido----
0 t e m p e r a tu r a  T  = T o







1 _ ^  (r* 1
r* 3r* 3r* y 9z*
(4.50)
1_ 8__
r* 3r* 3r* 3r^ K 9z’
(4.51)
sao:
As condições de contorno que T*(r*,z*) deve satisfazer
3T’ 3T’ I = 0
3T’
3r* RI 3r* R2 
3T*= 0 e
3r* R2 3r* RI
para z < 0
para z > 0
T*(r*,-oo) = TJ
















a equação (4.51) adquire a seguinte forma;
1 3  3T. . 1 3^T 3T(r = V ^  (4.52)
r 3r 9r N 9z 8 zpe
Gom as condições de contorno
II = H
3r r. 3r r
1 e
= 0 para z < 0
(4.55)
—  I = 0  e — I = -1 para z > 0
3r r^ 3r r-e 1
e T(r,-°°) = 0
Para a equação (4.50) pode ser utilizada a solução ana­
lítica dada. por (3.70).
As seguintes aproximações de ordem n podem ser propos­
tas como distribuições de temperatura do problema:
n _
T"(r,z) = E a-(z) ijj.(r) 
i= 0   ^ ^
e T'^(r,z) = Cz + g(r) + E at(z) i|;. (r)
i = Q  ^ ^
onde a seqüência de funções escolhida ê a segUinte:
iir In (r/r.)
(r) = COS (------------- ) i = 0 ,l,2 ,...,n
 ^ In (l/a)
É fácil notar que as funções ij^ (^r) satisfazem as condições de con
torno homogêneas na derivada em r = r • e r = r .
A função g(r) pode ser obtida com a utilização das con­








Sendo assim, a seguinte parábola pode ser utilizada:
( 1 - a)
(4.54)
A constante C, calculada pela equação (4.13), resulta 
na seguinte expressão:
C = 4 g 
1 + a
(4.55)
Lembrando os sistemas de equação diferenciais (4.24) e 
(4.25), tém-se o seguinte:
h 1 {ã^i - ÍaI - ÍbI {a'*'} = {t} (4.56)
h] {ã"} - [aI {â } - [b] {a“} = {0 } (4.57)
onde
H. . = COS
Í7T In (r/r.) Jtt In (r/r.)
(------------- ) COS (------------- ) r dr
^i
In (l/a) In (l/a)
e ítt In (r/r.) jir In (r/r.)
vCr) COS (--------------- ) COS (--------------- ) r dr
^i
In tl/a) In (l/a)
(In (l/a)J
sen (
iiT In (.r/r^ )
In (l/a)
jir In (r/r,)' .
, sen (----------- 1-)
In (l/a) r
(C v(r) - 2) COS (
^i




0 sistema de equações diferenciais (4.56) pode ser re­
solvido pelo procedimento usado em (3,71), levando-se em conside­
ração a redução da dimensão do problema pela supressão da singula 
ridade devida à matriz B.




i = 1 , 2 .n
pois a matriz B ê diagonal, uma vez que as derivadas das funções 
\|í^ (r) são ortogonais com relação ã integral que define os elemen­
tos de B .
0 elemento b^ da solução particular (4.56), calculado 
pela equação (4.32), adquire a seguinte forma:










1 - a i=l




Finalmente, para as distribuições de temperatura, resul^  
tam as expressões abaixo:
n _ n i-rr In (r/rj
T (r,z) = Z A. e^J^ Z CT. cos (----------- —
j=0 i = 0 In (l/a)
) (4.59)
+ , 4 a 2 r ^ ítt In (r/r-)
e T (r,z) = ---—  z + - -----  + Z b- cos (-------- — — .) +
1 + a 1 - a i=0 In (l/a)
n + n Í7T In (r/r.)
+ Z A. e ^ r  Z CT. cos (----------- í-)
j=0 J i=0 In (l/a)
(4.60)
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onde os coeficientes Aj e AT são obtidos a partir de (4.44).
0 número de Nusselt, obtido através da equação (4.49),
resulta
N u (z ) = C4.61)
onde T (z) ê a temperatura da superfície do tubo interno.O
4.6 - Resultados
De modo análogo ao problema de Graetz no duplo-tubo com 
temperatura prescrita, neste caso foram utilizadas dez funções na 
expansão da solução para obtenção dos números de Nusselt e doze 
na obtenção dos campos de temperatura.
A-s figuras 10, 11 e 12 mostram os valores dos números 
de Nusselt para vários números de Pêclêt em duplos-tubos com rela 















\ ( T =  F í . / R e  = 0 , 2  
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[ 2 )  N p
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1 e  = 5
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1 3  = 1 0
— e r  ^
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1
1 1 1 í 1 1
lÕ’ IO’* IO"* z =
DPfNpe
pe
Fig. 10 - Nümeros de Nusselt para duplo-tubo com relação de raios
a = 0,2 e vãrios N
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Fig. 11 - Números de Nusselt para duplo-tubo com relação de raios 
a = 0,5 e vários .
o = 0,8 e vários N .pe
Fig. 12 - Nümeros de Nusselt para duplo-tubo com relaçao de raios
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A figura 13 mostra a comparação das curvas dos números 
de Nusselt obtidas neste trabalho com os valores encontrados por 
Hsu [1 4 ], que analisou o mesmo problema. Pode ser notada a boa 
precisão do presente método, pela proximidade dos pontas às cur­
vas. Convém salientar , ainda, que a curva foi obtida utilizan 
do-se uma expansão com dez funções, enquanto Hsu utilizou vinte 
auto-funções .
Fig. 13 - Comparação entre números de Nusselt para duplo-tubo com
a = 0,5, N = 1,0 e N _  = 50.
As tabelas 7 e 8 mostram a comparação entre os auto-va- 
lores obtidos neste trabalho e os encontrados por Hsu, para o ca­
so de N = l , 0 e a = 0 , 5 .  pe
Conforme pode ser notado nas tabelas 7 e 8, existe uma 
boa concordância entre os auto-valores encontrados por Hsu e os 
obtidos pelo método variacional, exceto nos auto-valores maiores. 
As diferenças nestes auto-valores não são devidas ao método varia 
cional, mas sim ao método de Jacobi, que foi utilizado no proble­
ma espectral (4.33). Este método, como se sabe [S ] , é numérico e 
acumula os erros nos auto-valores de maiores modulos. Estes erros, 
no entanto, não chegam a afetar de maneira decisiva os resultados, 
pois, devido ã característica assintótica da função exponencial.
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Tabela 7 - Comparação entre auto-valores para o 
e z < 0.














Tâbela 8 - Comparação entre auto-valores para o
e z > 0.
0,5, Np^ = 1.0
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A figura 14 mostra a distribuição da temperatura pa­
ra um duplo-tubo com relação de raios a = 0,5 e varias números de
da
Péclét. Nesta figura, a ordenada foi transladada do valor
2 -4a/(l+a) N , que e o aumento na temperatura devido ao efeito 
condução axial, conforme foi observado anteriormente quando da ob 
tenção da equação (4.32). I.evando em conta este fato, pode-se no­
tar a maior penetração do calor na região de z < 0 nos casos em 
que Npg é pequeno.
Fig. 14 - Temperatura media de mistura para varios e a = 0,5.
A figura 15 mostra um conjunto de isotermas, no caso de
o = 0,5 e Npg = 3,0. 0 efeito do fluxo térmico pode &er notado pe 
la inclinação ocorrida nas isotermas no raio interno, apos o pon­
to z = 0. As isotermas, que saem perpendiculares do raio interno 
em z < 0, inclinam-se em z > 0 para possibilitar o gradiente tér­
mico. Interessante é notar, ainda, que as isotermas vão tomando u 
ma forma padrão e ficando igualmente espaçadas, à medida que z 
cresce. Isto acontece porque a parte exponencial da distribuição 
de temperatura vai perdendo significação com o crescimento de z.
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Como conseqüência, o perfil de temperatura, a menos de uma cons­
tante adquire sua forma plenamente desenvolvida.
Fig. 15 - Campo de isotermas num duplo-tubo com a = 0,5 e N =3,0pe
É fãcil de ver que o perfil de temperatura plenamente 
desenvolvido deve satisfazer a seguinte equação diferencial:
i il) = v(r) ^
r 8r 9r 9z
ou lembrando que 8T/3z = C resulta
(4.62)
1 l_(r 11) . c v(r) 
r 3r 3r
(4.63)
A equação (4.63) pode ser integrada e se obter uma ex­
pressão explícita da temperatura, conforme pode ser visto na refe 
rência [14]. No presente trabalho, como se pode notar na equação 
(4.62), o perfil de temperatura plenamente desenvolvido ê dado p£ 
la seguinte expressão:
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o  -  n  Í 7 T  I n  ( r / r . )
T(r) = r ------- + Z b. cos (------------ 3^)
1 - a i = 0  ^ In (l/a)
C4.64)
A tabela 9 mostra a comparação entre os valores desta 
temperatura, calculada por (4.64), e seu valor exato, calculado 
pela solução de (4.63), para vários valores de raio num duplo-tu- 
bo com 0 = 0 , 5 .




0,65 0 ,1875 0,1866
0,70 0,1591 0,1588
0,75 0,1375 0,1375





Tabela 9 - Comparação entre as temperaturas da região plenamente 
desenvolvida calculadas analiticamente e pela equação 
(4.64).
Esta concordância ê naturalmente esperada em vista do 
fato de a solução (4.64) ser solução variacional de (4.63) obti­
da pelo método de Ritz.
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V - CONCLUSÃO
Apesar de o presente trabalho ter aplicado o método varia - 
cional para duas condições de contorno específicas, a saber, de 
temperatura uniforme e de fluxo térmico uniforme, algumas conclu 
sões são permitidas a partir dos resultados obtidos e das solu­
ções existentes, utilizadas para comparação dos resultados.
Com base nos resultados de Hsu [14] e Agrawal [l ], pode-se 
afirmar que o método variacional apresenta a vantagem de dispen - 
sar a construção de seqüências de função ortogonais, levadas a e- 
feito naqueles trabalhos. Tais funções ortogonais, como vimos,são 
expandidas através de funções arbitrarias que constituem conjun - 
tos linearmente independentes e completos em determinado espaço 
métrico ou normado. Adicionalmente, tais funções devem satisfa - 
zer condições de contorno coerentes com o tipo de condição de con­
torno a ser analisado. Contudo, é possível relaxar tais condições 
de contorno, pela construção de um funcional adequado para cada 
problema específico, é possível, por exemplo, no caso de ' fluxo 
térmico prescrito, expandir a solução variacional por seqüência 
nearmente independente e completa que não satisfaça qualquer con­
dição de contorno e utilizar um funcional com termo complementar 
que tenha a propriedade de forçar que as combinações lineares des 
sas funções satisfaçam ?s condições de contorno quando o numero de 
termos da soma da combinação- linear aumentar [ll].
Uma outra consideração deve ser feita quanto ao número de 
Péclét. As soluções analíticas são trabalhosas mesmo para geome - 
trias simples [ 4]. 0 método variacional não apresenta dificulda 
de analítica adicional para esses casos de Péclét finito. A difi­
culdade é transferida para o cálculo da solução, pois nesse caso, 
a dimensão do espaço é duplicada, conforme pode ser visto nas cons 
truções das matrizes associadas a esses casos. Desta forma, todo
o trabalho adicional é transferido para o computador.
Além das vantagens citadas implicitamente acima, outras van 
tagens se apresentam. Conforme pode ser visto na discussão dos re 
sultados, para os casos especiais aqui abordados, o método varia-
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cional apresenta boa concordância dos resultados com os dados de 
Hsu [14] e Agrawal [ l] para número de termos da serie definido­
ra da solução, menor que os números de termos utilizados naque - 
les trabalhos.
Outra consideração se faz necessária no que diz respeito à 
extensão dos resultados do presente trabalho a casos não lineares. 
Sob o ponto de vista pratico, ê interessante analisar o efeito da 
temperatura sobre a condutibilidade térmica do fluído. Xcs netais 
líquidos por exemplo, esse efeito ê bastante grande. Neste senti­
do, é possível extender os funcionais apresentados neste trabalho, 
para o caso da condutibilidade térmica ser função da ter.peratura, 
a exemplo da formulação de Hays [l3]. A formulação do prcblema de 
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APÊNDICE A
PRINCrPIO VARIACIONAL PARA A EQUAÇAO DA ENERGIA
Este apêndice mostra o desenvolvimento apresentado na 
referência [7], que ê uma generalização do princípio restrito a- 
presentado por Hays na refcrencia [l3].
A equação da energia para um fluido isotropico e~ escoa 
mento laminar, numa dada região R, toma a seguinte forma:
p C (—  + v.VT) = -V.C-K VT) (1)
^ 8 t
onde
p = p C^CT) (2 )
e K = K(T)
Tomando as variações das funções T, p e K, tez-se as
seguintes funções variadas:
T  = T + ôT
R = K + ôR (3)
e p"c^ = p + (SplC^
Colocando as funções expressas em (3) na equaçãc l^) ,
resulta
p"C (—  + —  + v.VT + v.V(ôT)) = V,(R vT) (4)
at 3t
Multiplicando (4) por 6 t , vem 
p*'C (—  + —  + v.VT + v.V(ôf))6 T = V(ÍC VT)6 T (51
at at
mas como
V.(ÍC VT)6 T = V.CÍC VT óf) - K VT . V(ôf) (6 )
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A expressão (5) pode ser transformada em
-p^C (—  6 T + V . V(6 f)ôf) = p^C (—  ôf + V . VT ôf) +
9t ^ at
+ ic VT . V(6 f) - V . Cic VT ôT) (7)
Tem-se que
M í  6 T  =  ^  ( l í l i i )  t 8 )
9t 3t 2
2
e V(6 T) ÔT = (9)
2
Substituindo (8 ) e (9) em (7) e dividindo por o C^ ., vem
_  1 _  (• _  V . — ^^0 = —  ô t  + V . VT ôí -
8 t 2 2 3t
^ VT . V(ôT) - V . (R vT ôT) ~ —  (1 0 )+
Mas, como
V . (R vT ôT) ——  = V . - R vT . vc-^^— )ôT (ll)
e ^ vT . V(6T) = — -^--  Ô(VT)^ (12)
p"Cv 2 p"c^
A equação (10) pode ser transformada em
1_ (lAllZ) - v.7(-^-^~) = —  6Í + v.VT (5t + — ----  Ô(VT)- -
9t 2 2 3t 2 p"Cy
- V. (- — ) + R VT.V(-i— ) 6T (15)
p^ c^^  pX
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Integrando a equação (13) entre zero e t e na região R,
resulta,
■t • ■t
1 —  ((6 t) 2 )dV dt - i V . V((6 T) 2) dV dt
2
0 R 2 0 •R
rt - ■t >
( ^  + v.VT)5í dV dt +
0
R  3t J
0 •R P^CV
+ K VT.V(-^)6'Tj dV dt -
p"c„ 0
Aplicando o teorema da divergência ao último terr.: do 
lado direito da equação (14), vem:
r t
V . t ' '  ' " f í c l v  d t  =  ^_
r t
0 p cR  ^ V 0 3R
R
P^C,
VT.n ôT dA dt (15)
onde n ê o vetor normal a 3R. 
Tem-sè que
v.V(^'^'^^^) dV - ^ (V(ôT) 2^  dV -
R 2 R 2
v.v M 2 i dV :i6 '!
R
ou, aplicando o teorema da divergência de Gauss e usando a lei da 
conservação da massa.
V.(p V )  = - iP
3t
il“)
V.(p v) = p V.v + v.Vp (IS)
v.7(^'^'^b dV - ^ v.n(6T)2 dA + i (i ÍÈ + v.Vp) (5 T'-dV
R 2 2 J 3R 2 ■R  P 8 t
..•(1?)
Colocando (19) e (15) em (14) , vem.
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rt rt
_  1 —  ( S T ) ^  dV d t  -  i V,.n(6T)2 dA dt -
2
0
R  9 t  2 J
0 ■ 8 R
ft » rt
1 (i£ + v.Vp) dV dt = [(^ '^  + v.VT)6 T
2
0 ■R P 0 R
,  lllílil  *  K vt.Vf 1 ) 6 T] dV dt -
2 P (^ v P "v
——  v T . n  ôT dV dt Í20)
Admitindo que o escoamento ê incompressível e le: 
do que a velocidade ê nula no contorno da região R, (20) £;
rt rt
1 ~  (ôí)^ dV dt = [(^ "^  + v .VT)óT
2
0 ■R 0 ■R 9t




.ü 6 ? dA it ;:i}
Tem-se que
^ + R V T . V ( - ^ ^ — ) 6T = R V T . V ( - ^ ^ )
2 PC^ P''C^  p"c^
c::}
e, utilizando as expressões (3), vem
ôTR V T . V ( - ^ )  
P"^v






( 1 + ----
P c„
(24)











R V T . V ( - ^ )  = (K + ô R ) V T . V ( - ^  ( 1  -
ôpCV
p C P C p C
)) (26)
ou, desprezando os termos de ordem superior em 6 ,
R V T . V ( - ^ )  = K V T . V ( - ^ )  
P P
(27)
Colocando (27) em (22) e (22) em (21), vem
ft rt
1 —  (ÔT)^ dV dt =
2
0 R 0 R
[ ( i l  + v . V T ) ô t  + 
8 t
+ K VT. V ( - ^ ) ]  dV dt - 
P c„
—  6f dA dt
9R V
(28)
As funções R e p do ultimo termo da equação (28) fo­
ram substituídas por K e p C^, porque é possível obter, de manei­
ra análoga ã obtenção de (27) , a seguinte expressão:
(29)
Admitindo que p seja constante e que o regime seja
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permanente, (28) assume a seguinte forma:
1
2
p v . V T  ô T  +
R
+ - Ô(VÍ)^] dV dt - 
2
0
K vT.n ôT dA dt < 0 (30)
3R
Deve-se agora considerar as condições de contorno às 
quais esta submetida a equação (1). Se a temperatura for prescri 
ta em 9R, ôT sera nula na fronteira e portanto o último termo do 
lado direito da equação (30) se anulará. Se, por outro lado, o 
fluxo for prescrito na fronteira, digamos q(9R), tem-se
K VT.n = q em 9R (51)
Então, para temperatura prescrita, vem,
1
2 R R
p C v . V T  T  + -  ( v T ) ^ ^  
^ 2
dV ( 5 2 )
onde o sinal de variação ô foi alternado com o sinal de integra­
ção.
Para fluxo prescrito, vem.
1
2
(ôt)^ dV = — —  6
R P c v R






Pode-se notar que, nas expressões (32) e (33), o termo 
da esquerda e uma quantidade quadratica negativa definida que s5 
se anula quando ôt for zero. Portanto, os termos da direita, que 
são as primeiras variações das integrais, serão nulos quando 
ôt = 0, isto é, t = T. Como se sabe do cálculo variacional, as in 
tegrais são funcionais que são extremalizadas quando a função T 
for solução de (1); isto ocorre quando t = T.
Pode-se então propor o funcional
Jl(T,t) = (p v.VT T + - (VÍ)^)dV (34)
R
que ê aplicavel a problemas com temperatura prescrita, e o funcio 
nal
J 2 (T,T) =
R
(p C v.VT T + - (VÍ)^) dV -
2
q T dA (35)
9R
que é aplicavel a problemas com fluxo prescrito>
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APÊNDICE B
INTEGRAIS DOS PROBLEMAS DE APLICAÇÃO
Neste apêndice estão apresentadas as expressões ar.alíti 
cas dos termos das matrizes A, B e H dos problemas de aplicaçã:.
Para os termos da equação (3.71), as expressões sã: as
seguintes:
H. = (a In (l/g)y
N'pe ( 2 In (1 /a))^ + (ítt - jTT)^
C l / g )  -  1
(2 In (1/c))^ + (i7r + jTT)^
para i+j par, ou
= (a In (l/g))
N'
(1 /g)^ 1
pe (2 In (1/g))^ + (iiT + jTT)^
______ (l/gr 1 ___________
( 2 In (1 /a))^ + (iiT -
para i+j impar.
= 6 . .
2 .  -TT 1 1






onde I ,  -  -Ci â l l - l  £ U  h . . 
1 a2 1„ C l/a) P®
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I2 '
-d/a)^ 2 In (l/a) (l/a)2 ((ÍTT-ÍTT)2 - ( 2  in (l/c))2 )
(2 In (1/a))^ + (ÍTT - jTT) 2 ((2 In (l/a))2+(ÍTT -
, ( ( 2  In (l/a) ) 2  - (ítt -
((2 In (l/a))2 + (ITT - jTT)2 ) 2
para í+j ímpar, ou
T * - (l/a) 2  2 In (l/a) (l/a)2f(-2 In (l/a))2-(ÍTT
^ 2 (2 In (l/a))^+(ÍTT - Jtt)^ ((2 In (l/a))2 + (ÍTT -
, ( ( 2  In (l/a) ) 2  - (ÍTT - .1 tt)2 )
((2 In (l/a))2 + (ÍTT -
para í+j par.
T" - - d / a ) 2  2 In (l/a) (l/a)^((ÍTT+jTT)^-C2 In (l/r^-l
^ 2  " (2 In (1/a))^ + (ÍTT + Jtt) 2 ( ( 2  In (l/a) ) 2  + (ítt + i ” ) " 1 ^
, ( ( 2  In (1 /a))^ - (ítt + jTT)2 )
( ( 2  In (l/a)) 2 + (ÍTT + jTT)2 ) 2
para í+j ímpar, ou
I” =
(l/a) 2  2 In (l/a) (l/a)2 f( 2 In (l/a))2 -
( 2 In (1 /a))^ + (Í7T + Jtt)^  ( ( 2  In (1 /a))^ + (ítt + j-}-}
+ ((2 In a/o))^ - ÇiTT +
( ( 2  In + (ítt + jTr)^)^
para i+j par.
I3 = (2 a(l - a ) ) 2  2 In (l/a) [-------I --------------- -^- -
(4 In (l/a)) + (ítt - J tt)
/ /
C l / g r  -  1
(4 In (l/a))^~V7iirr7iõ7
para i+j impar, ou
I3 = (2 a(l - 2 In (l/a)
C4 In (1/a))^ + (iiT + j-rr)^
(4 In (1/a))^ + (ítt - j-rr)^
A constante a ê dada pela expressão abaixo
a =
2 (1  -  0 )
Para os termos da equação (4.56), as expressões sã:
seguintes:
H .  . = (a In (l/g))^ (1/a)^ - 1
13
pe ( 2 In (1 /a))^ + (Í7T + ju)^
(1/or - 1
( 2 In (1 /a))^ + (iir - j7r)^‘
para i+j par, ou
H. . = -  (a In (l/g))
ij
(1 /g)^ 1
pe (2 In (1/a))^ + (ítt + jir)^
(1 /g)^ 1
(2 In (l/a)) + (Í7T - jir)
B . .  = 6 . .  _ I Í J J ------
2  In (l/a)
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A. . = H. . .  ( I ,  .  Ç U 2 _ £ 1 M ( i . * I . .)  .  I ,
ij C2 C2 2
Cl In (2a(l - a))
I = -------- -^----------- EÊ _
^  In (l/a)
I' = (1/a)^ rCOS C(ÍTT + jfr) - g] _ cos CCítt + ítt) - 2a]j  ^ cos (2a)
 ^ Ko 0 o
onde
a . tg- 1  (lÍ2-í-ÍIíl)
2 ln(l/a)
Rq = (iiíT + j7r) 2  + ( 2 In (l/a) ) 2
J M  _ ^yg^2rC0S ((iu - jTrj-g) _ cos ( (ítt - .ítt)- 2a)  ^ cos (2a)
2 R r Io o o
onde
a = tg- 1  (Üi-ZJil)
2 ln(l/a)
Rq = (i^ - jTT)^  + ( 2 In (l/a) ) 2
I = (2 a(l - a))^ 2 In (l/a) [--------(1 / 1^ ^-.- ^ ^
(4 In (1/a))^ + (Í7T + Jtt)^
+  (1/a)^ - 1 ________________________________________
(4 In (1/a))^ + (Í7T - jTT)^  
para i+j par, ou
I = -(2a(l - a))^ 2 In (l/a) [---------ClZ£) i-U : ---------
(4 In (l/a)) + (ítt + jir)
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(4 In (1/a))^ + (i7r - jfr)^
t. = 4 In (1 /a))^ ---- C1 ,1 /£)J_ -,J1 ----- _
J + ( 2 In (1 /0 ))^)
para j par, ou
t. = -a^ 4(ln (1/a))^ ---- L(1/?J ^ _ m
 ^ + ( 2 In (1 /a))^
para j impar.
onde j
8 a(M, - M„ + M^) a^ In (l/a)
M = ---- i---- ±---- e--------------
(1 + a) C2
onde
M = (d/g)^ - 1)2 In (l/q)(l + Cl In Çl/g))
1 ( ( 2  In (l/a) ) 2  + Ütt)^
para j par, ou
M  =  -  - > •  1 ) 2  I n  C l / g ) C l  +  C l  I n  ( l / g ) : )
^  ( ( 2  I n  ( l / g ) ) 2  +  ( j 7 T ) 2 )
para j impar.
M , tíl/o)'' - 1) c.^  4 in (l/g) 
 ^ ((4 In  ( l/ o ) )^  <•
para j par, ou
M = - Cd/q)"^  ^ 11 g^ 4 In ( l / a )
2 ((4 In (l/cj))^ + (j7r)2 )
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para j impar.
M- = Cl in (l/a) [(1 /0 ) 2  (£2âíl2L-Z_«l _ .çgs - 2a)  ^  ^ç o s ^ ^
K  K  Ko o o
onde
Rq = (Jtt) 2  + ( 2 In (l/a) ) 2
a  = tg"^ (--- H ----- )
2  In (l/a)
